Chapitre : Exercices sur les familles sommables

1 Familles sommables

Exercice 1 " Un exemple simple de famille sommable —

Démontrer que pour |g| < 1, la famille (¢")) ez est sommable, et déterminer sa somme.
Indication V Correction V [1955]



https://bibmath.net/ressources/index.php?action=affiche&quoi=mpsi/feuillesexo/famillessommables&type=fexo

Exercice 2 " Exemples de familles non sommables —

Démontrer que les familles suivantes ne sont pas sommables :
1 .
L. (P)xe(@m[l,—i-oo[ ’
1 .
2. (an,p)(n,p)eN% Anp = ;o Sin #peta,, =0.

Indication V¥ Correction V¥ [1954]




Exercice 3 "% Avec un parametre —

On pose, pour (m,n) € N* x N*, a,, ,, = W ol o € R est un parameétre donné. Etudier la sommabilité
de la famille (a,,,7n)(,n7n)eN* < N*-
Indication V Correction V [1956]




Exercice 4 "« Sommabilité par permutation des sommes —

Soit (ap)p>1 une suite de nombres complexes telle que la série ), a, est absolument convergente. On pose
I = N*x N* et pour (n,p) € I, on pose u,, = ﬁal, si p < n, u,, = 0 sinon. Démontrer que la famille
(Un.p) (n,p)cr €St sommable et calculer sa somme.

Indication V¥ Correction V¥ [1958]




Exercice 5 " Une somme double —

Démontrer I"existence et calculer Y, ;)enxn: m.

Indication V¥ Correction V¥ [1961]




Exercice 6 "« Série des restes des factorielles —

Calculer }_ 7, /™ .
Indication V¥ Correction V¥ [1960]




Exercice 7 "  Calcul de sommes —

Calculer les sommes suivantes, apres en avoir justifié I’existence.

el albi
p:q>071" pg=>0 P4
qPzP
3. —
p,9=>0 plq!

Indication ¥V Correction V

[3246]




Exercice 8 s Série des restes de la série de Riemann —

1. Déterminer, pour ¢ > 1, un équivalent de R, = Z,j; 41 ,%a

2. En déduire les valeurs de o € R pour lesquelles ¥,/ ¥/ | 7 converge.

3. Retrouver ce résultat d’une autre fagcon, en démontrant de plus que pour ces valeurs de «,

R | 1
Y Y L-ovoL
n=0k=n+1 p=>1

Indication V¥ Correction ¥ [1962]




Exercice 9 " w Sommables ou non ? —

Les familles suivantes sont-elles sommables ?

1
1. <a> , 0 eR
n%p n,p>2
1

3.
<al’ + b p.geN

Indication ¥V Correction V

, a,b>0.

2 (o

n+p)

)n,p>1

[3245]




Exercice 10 " Réorganisation des termes —

Soitx €] —1,1].
1. Démontrer que la famille (x* )(k,1)e(n+)? €st sommable.
2. En déduire que

too Gk +oo
Y = Y dn)
k=1 n=1

ol d(n) est le nombre de diviseurs positifs de n.
Indication V¥ Correction ¥ [1957]




Exercice 11 "W %% Produit de convolution —

On note /' (Z) I’ensemble des familles de nombres complexes u = (u,)nez qui sont sommables. On définit
sur ¢ (7Z) une norme en posant ||| la somme de la famille (|u,|) ez

1. Soit u,v € £'(Z). Démontrer que, pour tout n € Z, la famille (uxv, 1 )rez est sommable.

2. Pour u,v € £'(Z), on définit la famille u* v par (uxv), = Y ez Uxvn_x ol n € Z. Démontrer que uxv €
¢'(Z), puis majorer ||uxv|| a I’aide de ||u|| et de ||v]|.

3. Démontrer que la loi * agissant sur £!(Z) est une loi associative, commutative, et possédant un élément
neutre.

4. On définit u € £'(Z) par up = 1, u; = —1 et u, = 0 sinon. Démontrer que u n’est pas inversible dans
¢Y(Z) pour .

Indication V¥ Correction V [1959]




2 Produit de Cauchy

Exercice 12 "% Somme d’une série et produit de Cauchy -

Soient (a,b) € C? tels que |a| < 1 et |b| < 1. Prouver que

1 o0 an+l_bn+1
= ———— sia#b,
(I1—a)(1->b) n;) a—Db
1 iy

= Y (n+1)d" sia=>b.

(1 _a)2 n=0

Indication ¥V Correction V [1158]




Exercice 13 " Somme d’une série par produit de Cauchy —

k
Pourn >0, on pose w, =27"Y}_, %.

1. Montrer que la série de terme général w, converge.
2. Calculer sa somme en utilisant le produit d’une série géométrique par une autre série classique.

Indication ¥V Correction V [1157]




Indication pour ’exercice 1 A

Couper Z en deux.

Indication pour I’exercice 2 A

1. Il 'y a beaucoup de termes plus grands que 1/4...
2.

Indication pour ’exercice 3 A

Appliquer le théoréme de sommation par paquets en regroupant les termes en fonction de la valeur de m+n.

Indication pour ’exercice 4 A

Utiliser le théoreme de permutation des sommes, mais dans le bon sens !

Indication pour I’exercice 5 A

Faire deux sommations, dans le bon ordre. On pourra utiliser le fait qu’une des deux sommes est télesco-
pique.

Indication pour ’exercice 6 A

Permuter 1’ ordre des sommations.

Indication pour I’exercice 7 A

Pour les deux premieres sommes, appliquer le théoréme de Fubini. Pour la troisieme, appliquer le théoréme
de permutation de I’ordre des termes, en commencgant par sommer sur p.

Indication pour I’exercice 8 A

1. Comparaison a une intégrale !
2.
3. Théoreme de permutation des sommes.

Indication pour I’exercice 9 A

1. Se ramener a & > 0 et utiliser le théoreme de permutation des sommes.

2. Utiliser le théoréeme de permutation des sommes. On pourra se ramener a une série télescopique pour la
somme sur p.

3. On pourra utiliser que x+y > 2,/xysix > 0ety > 0.

Indication pour I’exercice 10 A

1. Démontrer que la famille (|x|*/ )(k,i)ene €st sommable.
2. Calculer la somme de la famille sommable de deux fagons : 1’une par des sommations successives, 1’autre
en regroupant judicieusement certains termes.

Indication pour I’exercice 11 A

1. La famille (v,) est majorée.
2.
3.
4.




Indication pour ’exercice 12 A

Ecrire llfa comme somme d’une série, puis faire le produit de Cauchy des deux séries.

Indication pour I’exercice 13 A

1. Majorer w,,. On pourra reconnaitre dans la somme le début de exp(4).
2. Ecrire le produit de Cauchy de <Zk20 %T) etde Y >0 a~.




Correction de ’exercice 1 A

Ecrivons que Z = Z* UN. Démontrer la sommabilité de la famille (q‘”‘ )nez revient a démontrer la somma-
bilité des deux familles (¢!"!),¢ et (¢"),<o. Puisque Z* et N peuvent étre facilement mis en bijection avec
N, il s’agit de démontrer que les deux séries ) ,cnq" €t ¥, g convergent absolument. C’est bien le cas
puisqu’on a deux séries géométriques de raison dont le module est strictement inférieur a 1. Pour la somme, on
a

Yo' = Y+ Y

nez n>0 n>1
= 2) 41
n>0
B 2 _1+g
= oy Ty

Correction de ’exercice 2 A

1. Il y a une infinité de termes dans Q N [1,2]. En particulier, il y a une infinité de termes de la famille qui
sont supérieurs a 1/4. Ceci entraine que la famille n’est pas sommable, ce qu’on peut retrouver en utilisant la
définition. Si chaque somme finie de la série était majorée par M, il suffirait de prendre un ensemble fini F de
Qn[1,2] contenant strictement plus de 4M éléments pour obtenir

ce qui est une contradiction.
2. Si la famille était sommable, toute sous-famille serait sommable. Prenons I = {(n+ 1,n); n € N}. La
famille (@ m)(nmyer = (@nt1,0)nen serait donc sommable. Ceci serait équivalent a la convergence de la série

1

;Cln-s—lm = ;m

Cette derniere série n’étant pas convergente, la famille n’est pas sommable.

Correction de I’exercice 3 A
Notons / = N* x N* et pour p > 2, I, = {(m,n) € I,m+n = p}. Alors (I,),>> est une partition de I. De
plus, I, a pour cardinal p — 1 et on a donc
) ai=

i€l,

Par le théoreme de sommation par paquets, la convergence de la série Y, a; est équivalent ala convergence de
la série Zp (Zigp a,-) Zp

seulement si ¢ > 2. La famllle est sommable si et seulement si o > 2.

Correction de ’exercice 4 A

Par le théoréeme de permutation des sommes, il suffit de prouver que, pour tout p > 1, la série Y, |un p| est
convergente, et que la série ), (anl |un, p|) est convergente. Soit donc p > 1. Alors :

Y iyl = X L0 — play | Y~ o)

n>0 n>p 1>p

ol la derniére égalité vient de 1’écriture —— = 1

n(n+1) n

série Y, |un,p| est donc bien convergente de somme |a,|. Puisque la série )", a, est absolument convergente, on
a bien prouvé que la famille était sommable et sa somme est précisément la somme de la série ), a,,.

— —L_ et du fait qu’on réalise une somme télescopique. La
n+1



Correction de I’exercice 5 A
On doit montrer la sommabilité de la famille et calculer sa somme. Pour cela, il suffit de prouver que,
* 40 1 : 5 1
pouf tout g € N*, la série ), D o D conlverge, PUIS qu-e la série Y, ¥ >0 D La somme de la
famille sera alors égale la somme de cette derniere série. Mais, pour tout ¢ € N*, on a

1 1 1
P+ (p+a*+1) p+qd*> p+qg*+1

et donc

ﬁi 1 1 1
~ (p+a?)(p+¢*+1) ¢ N+g+1'

On en déduit la convergence de la série )., m et de plus
Y =
S0P+ (p+a*+1) ¢

Ceci est le terme général d’une série convergente, et on a

Z 1

(p,g)ENxN* (p+¢*)(p+4*+1) qg,lq G

2

1 T
2

Correction de ’exercice 6 A

On va permuter I’ordre des séries. Pour cela, il suffit de prouver que la famille (%)(,,7,{)6 joul={(nk) e
N2;k > n} est sommable. S’agissant d’une famille dont tous les termes sont positifs, il suffit de vérifier que la

série
1
r(zi)
k>0 \n<k ™

converge (remarquons qu’a I’intérieur, la somme est finie). Mais,

Z okl k!

qui est le terme général d’une série convergente, et on a

—+oo +oo

|
nOknk

Correction de l’exercice 7 A

1.0n a f] =7/ X g et donc on voit apparaitre une famille sommable "produit". Puisque la famille (z7),en

est sommable et que la famllle ( i )qeN est sommable, il en est de méme de la famille initiale et

Y o=z (L)1
pa0 4! >0 =04 11—z

2. On raisonne exactement de la méme facon et on trouve

aP b ar b a b
Lo\ Xy =9
pg>0 P4 p=0P q>04




3. On commence par montrer la sommabilité de la famille en utilisant le théoreme de permutation des
sommes. On a, pour g > 0,
q"|

p>0

= exp(qlz]) = (exp(|z]))?.

Cela entraine que

(2,4 4
y ¥ PE g U ).

g>0 p>0 q'p! g>0 q!
Ceci prouve que la famille est sommable. Reprenant le méme calcul mais sans les modules, on trouve
qPzP

Y. i =explexp(2)).

,q>0 q.p!

Correction de ’exercice 8 A
1. C’est tres classique, il suffit de comparer a une intégrale. En effet, pour £ > 2, on a

/k+1 d 1 /k dt
— < —< —.
k tOC - kOC - k—1 tOC

En sommant cette inégalité pour k allant de n+ 1 a +oo, et en calculant les intégrales résultantes, on trouve

1 1
<R <—
(@—1)(n+1)e1 =" = (—1)n®"!
et donc i
Rn

N e Do T

2. Pour que la série a ’'intérieur converge, il est nécessaire et suffisant que ¢ > 1. On a alors trouvé un
équivalent de cette somme, et pour que la série a I’extérieur converge, il est alors nécessaire et suffisant que
o > 2. On peut donc donner un sens a cette expression si et seulement si @ > 2.

3. Comme les termes de la famille sont positifs, démontrer que cette expression a un sens revient a prouver
que la famille est sommable, ou encore que 1’on peut donner un sens a la double somme "permutée”

N

a

, c’est-a-dire

Mais la somme a I’intérieur vaut ka%, et on est ramené a 1’étude de la série ) ka]—,, qui converge si et seulement
si o > 2. Dans ce cas, on a

400 Hoo 1

sza sza:];kofl'

n=0k=n+1 1n<k

Correction de ’exercice 9 A

1. Remarquons d’abord que si & < 0, alors a,, > 1, ce qui empéche la famille d’étre sommable. Supposons
donc & > 0. On va utiliser le théoréme de permutation des sommes. On commence par remarquer que

1
1 o 1
ap 7 1 "ot g
= n*r 1-— n—a n-%
La série ), n% converge si et seulement si o0 > 1/2 et donc la famille est sommable si et seulement si ot > 1/2.
2. On va utiliser le théoreme de permutation des sommes. Soit n > 1. Alors on a

1 1 (1 1 )
— =% |- .
pln+p) n \p p+n




On a donc une série télescopique et

Zowena(00)

Il s’agit donc maintenant d’étudier la convergence de
1 1
Y514+
n n

1
1+...+;Nn_>+w]n(n)

1 1 In(n)
) <1+ -+ ) e 3

et puisque 1‘;@ =0 ( - /2> la série est convergente. Donc la famille est sommable.

En utilisant 1’estimation bien connue

on obtient

3. On commence par remarquer que si a < 1, la famille n’est pas sommable. En effet, la sous-famille
(ﬁ)(p’q)el oul={(p,1): p€Z} n’est pas sommable puisque la série

1

Zcﬂ’—i—l

n’est pas convergente. De méme, si b < 1, la famille n’est pas sommable. On peut donc supposera > 1 etb > 1.
Dans ce cas, puisque x +y > 2, /Xy pour tout x,y > 0 (développer (1/x — ﬂ)2), on sait que

1 1
< .
a? + b1 ~ 2qp/2ba/?

1 1 1
L= (5a) (Bom) <

puisque +/a, v/b > 1. Finalement, on a prouvé que la famille est sommable.

Mais

Correction de ’exercice 10 A

1. II suffit, par le théoreme de permutation des sommes, de démontrer que, pour chaque k > 1, la série
Y [x|¥ converge, et que la série Y ¥~ |x[' est aussi convergente. Mais, puisque |x| < 1, la premiere série
converge, de somme

Zxkl _ e
1= et

>1

Maintenant,
|x|k ~p ’x‘k
L[t 7

k
et donc la série } ;> I‘_X—“x‘k est convergente.
2. Calculons de deux fagons différentes la somme de la famille sommable. D’ une part, en procédant par
sommation successive comme dans la question précédente, on a

k

Kl __ X
Z X _Zl—xk'

(k,1)E(N*)2 k>1

D’autre part, posons, pour n > 1, I, = {(k,l); k-1 =n}. Alors on a aussi

Z Z Z K= anrd

(kJ)e(N*) n>1 (k.l)el, n>1



Mais le cardinal de I, est justement le nombre de diviseurs de n (on peut choisir pour k& n’importe quel diviseur
positif de n, et ceci définit aussi uniquement /).

Correction de ’exercice 11 A

1. Puisque (v,)qcz est sommable, la famille (|v,|) est majorée. Il existe donc une constante M > 0 telle que,
pour tous les entiers k et n, [ugv,—i| < M|ui|. Puisque (uy)rez est sommable, il en est de méme de (ugvy,—i )iez.

2. Pour chaque k € Z, la famille (|ugv,—k|)nez est sommable, de somme Y, <7 |uk| - [Va—k| = |ux| Lpez [val- La
famille (|ux| Lypez [val ) kez est elle-méme sommable, de somme Yic7 [uk| Lpez [Va. Ainsi, la famille (ugvy—k) ez
est sommable, de somme Y ;o7 Uy Y.,z Vo On en déduit que la famille (Y ;<7 uxVn—i )nez est sommable, de méme
somme. Finalement, en prenant partout des modules, on a

Yo X lwevnil =Y il Y val.

neZ ke keZ nez

On en déduit que

Juxll = ¥ | wvn i < ¥ X ] =l % ]

neZ ke nezZkeZ

3. On peut remarquer que (u*v), = ¥ /—,uxv;. On en déduit immédiatement la commutativité. Pour
I’associativité, il suffit d’écrire

(uxv)*xw), = Z wviwy = (u* (vew)),.
k+I1+m=n
L’élément neutre est donné par la suite & vérifiant & = 1 et §, = 0 sinon.

4. Imaginons que u soit inversible et notons v son inverse. Alors (uxv), = v, —v,—1. Pour n > 1, on
obtient v, = v,_; et finalement v,, = vo. Mais puisque (v,) est sommable, ceci entraine que vy = 0. Pour n =0,
on avy—v_; =1, et donc v_; = —1. Enfin, pour n < —1, on a a nouveau v,_; = v,, ce qui entralne que
vy, =v_1 = —1 pour tout n < 0. Ce n’est pas possible, car ceci contredit que (v,),cz est sommable.

Correction de ’exercice 12 A
D’apres la formule classique pour les séries géométriques, on a

1 L1
=) d'et = b".

Ces deux séries sont absolument convergentes puisque |a| < 1 et |b| < 1. On peut faire le produit de Cauchy et

donc on obtient que

1 1 Sk
X :anavecwn:Zab” )
l—a 1-b 230 =

Si a = b, on trouve directement que w, = Y;_,a" = (n+ 1)a”. Si a # b, alors il faut utiliser la factorisation
n
anJrl _bn+l — (a—b) % Z akbnfk
k=0

qui donne le résultat. Dans le cas ol a # b, on peut tres facilement conclure sans utiliser le produit de Cauchy,
en calculant sé€parément la somme de chaque série géométrie ), alet Y>0 b

Correction de I’exercice 13 A
L’exercice repose sur la définition de I’exponentielle par une série : pour tout x € R, on a

x"

exp(x) =

|
>0 n:

1. Pour chaque n > 0, w,, est positif et satisfait

wp <27 "exp(4).



Puisque la série de terme général 27" exp(4) est convergente, il en est de méme de la série de terme général w,.

2 . . k N Z
2. Ecrivons le produit de Cauchy de } ;¢ % par ) ;>0 a*, ol a et b sont des réels avec la] < 1. Ces deux
séries sont absolument convergentes, et on a :

1 b PR
exp(b) x 1= (Zk‘> X <Za ) :’;)un

k>0

ou u, est défini par

Pour a = 1/2 et b =2, on trouve w,, = u,. Ainsi, on a

Y wa =exp(2) x ] _11/2 =2exp(2).

n>0
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